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ABSTRAK 
Permainan kombinatorik Wyt(a, b) merupakan generalisasi dari beberapa permainan kombinatorik yang 
telah dikenal luas lebih dahulu, antara lain permainan NIM, Wythoff dan Fraenkel yang masing-masing adalah 
permainan Wyt(0, 1), Wyt(1, 1) dan Wyt(a, 1). Strategi pemenangan semua permainan ini diperoleh dari sebuah 
barisan pasangan-pasangan bilangan bulat, disebut posisi-P, sedemikian hingga dari posisi awal yang merupakan 
posisi-P, langkah sah apa pun yang dilakukan, posisi berikutnya bukan posisi-P sedangkan dari posisi awal yang 
bukan posisi-P, hanya terdapat satu langkah sah yang membawa posisi awal tersebut ke posisi-P. Pada permainan 
Wyt(a, 1), pasangan (xn, yn)  P bisa diperoleh secara rekursif dengan menggunakan operator mex pada suatu 
himpunan bilangan-bilangan bulat tetapi pada kasus b > 1,  pasangan (xn, yn)  P diperoleh secara rekursif dengan 
menggunakan operator mexb yang merupakan generalisasi dari operator mex = mex1. Skripsi ini hanya membahas 
deskripsi permainan Wyt(a, b) secara visual berdasarkan  fungsi Grundy. 
 
Kata Kunci : permainan kombinatorik, permainan Wyt(a, b), operator mexb, solusi Grundy. 
ABSTRACT 
 Wyt(a, b) is a generalization from previously better-known combinatorial games such as NIM, Wythoff 
dan Fraenkel which are Wyt( 0, 1), Wyt(1, 1) and Wyt( a, 1), respectively. Winning strategy of these games is 
obtained from P-position, a sequence of pairs of nonnegative integer such that from any initial position belonging to 
a P-position, any legal move will change this initial position to a position not belonging to P-position whereas from 
any initial position not belonging to P-position, there exist one and only one legal move that change the not P-
position to a P-position. In Wyt(a, 1) game, a pair (xn, yn)  P can be obtained recursively using mex operator on a 
set of integers but in Wyt(a, b) game with b > 1,  the pair (xn, yn)  P is obtained using mexb operator which is a 
generalization of the mex = mex1 operator. This skripsi only gives descriptive analysis of Wyt(a, b) visually based on 
Grundy’s function. 
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1. Pendahuluan 
Teori permainan kombinatorik (combinatorial games) adalah teori yang membahas permainan menang-kalah 
atau sukses-gagal yang dimainkan oleh dua pemain dengan berbagai aturan. Setiap pemain secara bergantian 
melakukan langkah-langkah untuk merubah posisi permainan sampai salah satu pemain kalah, yaitu tak bisa 
melanjutkan dengan satu langkah sah (langkah yang sesuai aturan permainan). Posisi menang atau kalah dapat 
dirumuskan secara sistematis dengan berbagai manipulasi kombinatorik berdasarkan masukan data yang diberikan 
atau dipilih pemain-pemainnya. (Ibrahim, 2013) 
Pada permainan kombinatorik salah satu ciri yaitu adalah terdapat dua jenis himpunan posisi-posisi, masing-
masing disebut posisi-P (Previous Move) dan posisi-N (Next Move). sedemikian hingga jika posisi permainan berada 
pada posisi-P, maka pemain yang mengerjakan langkah pada posisi-P bisa memaksakan kemenangan. Posisi 
permainan yang lanjutan langkah adalah   posisi- N. 
Permainan NIM dan Wythoff (Wythoff Game) adalah dua jenis dari permainan kombinatorik, Permainan NIM 
pertama kali diperkenalkan oleh Charles L Bouton pada tahun 1901-1902 di Harvard. Permainan Wythoff pertama 
kali diberikan oleh Willem Abraham Wythoff pada tahun 1907. Permainan ini menggunakan  tumpukan atau wadah 
yang memuat sejumlah token (bisa kelereng dan semacamnya), dimana setiap pemain mengambil token tersebut 
dengan aturan yang ditentukan. Pemain bisa mengambil berapapun token dari salah satu tumpukan/wadah. 
Pemenang dari permainan ini adalah yang terakhir kali mengambil token. 
Seiring peningkatan keilmuan, beberapa ilmuan matematika telah melakukan generalisasi atau perluasan dari 
permainan Wythoff. Salah satu diantaranya yaitu Gurvich (2010) pada jurnal yang berjudul “Further generalizations 
of Wythoff's game and minimum excludant function” mendefinisikan sebuah permainan yang disebut permainan 
Wyt(a,b). Untuk kasus  jika a =1 dan b = 1 maka permainan yang terbentuk adalah kembali kepermainan Wythoff. 
Untuk kasus jika a = 0 dan b = 1 maka yang terbentuk adalah kembali kepermainan NIM. Perluasan kemudian 
dilakukan oleh Fraenkel adalah Wyt(a,1). 
Oleh karena itu artikel ini penulis melakuan penelitian melalui skripsi yang berjudul “Suatu Generalisasi 
Permainan Kombinatorik NIM dan Wythoff” 
 
2. Tinjauan Pustaka 
2.1 Permainan Kombinatorik Secara Umum 
Teori permainan kombinatorik (combinatorial games) adalah teori yang membahas permainan menang-kalah 
atau sukses-gagal yang dimainkan oleh dua pemain dengan berbagai aturan. Suatu permainan kombinatorik 
memiliki ciri-ciri seperti berikut : 
1. Ada dua orang pemain; 
2. Kedua pemain melangkah bergantian; 
3. Ada posisi awal yang ditetapkan lebih dulu; 
4. Untuk setiap posisi (kecuali posisi kalah) dan untuk setiap pemain, tersedia beberapa pilihan melangkah dan 
setiap langkah yang dipilih menentukan posisi berikutnya; 
5. Jika seorang pemain mendapat posisi yang membuatnya tak bisa melangkah, maka ia dinyatakan dalam posisi 
kalah; 
6. Kedua pemain memiliki informasi lengkap tentang posisi permainan; 
7. Tak ada faktor keberuntungan dalam arti, hasil akhir (menang atau kalah) sudah bisa dilakukan dengan memilih 
langkah-langkah yang tepat; 
8. Permainan berakhir dengan banyak langkah berhingga. 
2.2 Permainan NIM dan Wythoff 
Aturan yang terjadi pada permainan NIM dan Wythoff mempunyai aturan yang sama dengan permainan 
kombinatorik secara umum, yang menjadi perbedaan adalah tata cara pengambilan token pada kedua permainan 
tersebut. Pada kedua permainan bisa mengambil token di salah satu tumpukan dengan jumlah sembarang dimana 
tidak lebih dari isi token disetiap tumpukan tetapi pada permainan Wythoff bisa mengambil token pada kedua 
tumpukan dengan jumlah yang sama. 
2.3 Posisi-P dan Posisi-N 
Secara umum, himpunan posisi-P didefinisikan sedemikian hingga jika posisi permainan berada pada salah 
satu posisi-P, maka posisi ini dihasilkan oleh pemain yang mengerjakan langkah sebelumnya (previous move) dan 
pemain ini selalu bisa memaksa lawan untuk selalu mendapat posisi-P sebelum melangkah dan sebaliknya pemain 
yang akan melakukan langkah berikutnya (next move) setelah mendapat posisi-P tidak dapat merubah posisi-P 
tersebut ke posisi-P yang lain, apa pun langkah sah (langkah sesuai aturan) yang dipilih. Dengan mengetahui posisi-
posisi-P tersebut, salah satu pemain dapat memaksakan kemenangannya. Strategi inilah yang dapat digunakan para 
pemain untuk menyelesaikan dan mengetahui langkah apa saja yang harus dilakukan sehingga para pemain dapat 
memenangkan permainan ini. 
 
3. Hasil dan Pembahasan 
Generalisasi dari permainan ini bisa dikerjakan dengan mengamati aturan, cara atau persyaratan 
pengambilan token yang sah. Permainan NIM dan Wythoff adalah dua permainan yang sebagian aturannya sama 
dan banyaknya tumpukan juga sama. Perbedaan antara kedua permainan tersebut adalah pada cara pengambilan 
tokennya. Pada kedua permainan, setiap pemain bisa mengambil token dalam jumlah sembarang dimana tidak lebih 
dari jumlah token di salah satu tumpukan. Tetapi dalam permainan Wythoff, setiap pemain boleh mengambil token 
dalam jumlah yang sama pada kedua tumpukan. 
Dengan demikian, generalisasi kedua permainan seharusnya tetap memuat aturan-aturan permainan yang 
sama sedangkan aturan-aturan yang berbeda harus dinyatakan berdasarkan nilai parameter permainan yang berbeda. 
 
3.1 Pengambilan Token Permainan NIM dan Wythoff Secara Sistematis 
Pada dua permainan ini, jika banyak token yang diambil dari tumpukan satu diberi lambang  
x’  N0 
dan dari tumpukan dua diberi lambang  
y’  N0. 
Pengambilan token pada permainan NIM adalah bisa mengambil token disalah satu tumpukan dengan jumlah 
sebarang dan tidak bisa mengambil dikedua tumpukan dengan jumlah yang sama dikedua tumpukan bisa 
dirumuskan secara matematis sebagai berikut : 
min(x’,  y’) < 1 atau |x’  y’| < 0. 
Pengambilan token pada permainan Wythoff adalah bisa mengambil token disalah satu tumpukan dengan jumlah 
sebarang dan bisa mengambil dikedua tumpukan dengan jumlah yang sama dikedua tumpukan bisa dirumuskan 
secara matematis sebagai berikut : 
min(x’,  y’) < 1 atau |x’  y’| < 1. 
Syarat pengambilan  token inilah salah satu acuan dasar permainan yang akan digeneralisasi menjadi suatu 
permainan kombinatorik yang baru dari  permainan kombinatorik NIM dan Wythoff. dengan memperumum syarat 
pengambilan token 
x’  y’ = 0, |x’  y’| = 1, |x’  y’| = 2, |x’  y’| = 3, … 
maka dirumuskan  
|x’  y’| < a 
 
Sedangkan jika  x’ > 0 maka y’ = 0 atau sebaliknya jika y’ > 0 maka x’ = 0. Maka  dirumuskan sebagai 
min(x’,  y’) = 0 
jika  x’ > 0 maka y’ = 1 atau sebaliknya jika y’ > 0 maka x’ = 1. Maka  dirumuskan sebagai 
min(x’,  y’) = 1 
jika  x’ > 0 maka y’ = 2 atau sebaliknya jika y’ > 0 maka x’ = 2. Maka  dirumuskan sebagai 
min(x’,  y’) = 2 
jadi dengan memperumum syarat 
min(x’,  y’) = 0, min(x’,  y’) = 1, min(x’,  y’) = 2, … 
maka dirumuskan 
min(x’,  y’) < b. 
Suatu permainan generalisasi ini disebut permainan Wyt(a, b) yang sebagian aturannya tetap memuat permainan 
NIM dan Wythoff perbedaan hanya pada pengambilan token. 
 
3.2 Permainan Wyt(a, 1) Solusi Fraenkel 
Berikut akan diberikan konstruksi posisi-P permainan Wyt(a, 1) dengan menggunakan operator mex (Minimum 
Exluded).  
Himpunan pasangan posisi-P {(xn, yn) | n = 0, 1, 2, . . . } dengan pasangan nilai awal (x0, y0) = (0, 0) diperoleh dari  
xn = mex {xi, yi | 0 ≤ i < n}, dan yn = xn + an 
Definisi : misalkan S adalah himpunan semua bilangan dari xn = mex {xi, yi | 0 ≤ i < n}, jika ܵ̅ dinotasikan bilangan 
komplemen dari S dengan elemen dari bilangan bulat tak negatif, maka mex S = min ܵ̅ = minimum bilangan bulat 
tak negatif yang tidak terdapat di himpunan S. kemudian untuk mex ∅ = 0. 
 
Konstruksi Posisi-P Permainan Wyt(a, 1), a=1 dan a=2. 
 





































































Tabel 3.1 : (a = 1) dan (a = 2) 
 
Selain itu Fraenkel juga menemukan rumus lain untuk menentukan konstruksi posisi-P permainan Wyt(a, 
1) yakni sebagai berikut : 
Diberikan 
ߙ	 = 	ߙ(ܽ) 	= 	12 	(	2 − ܽ + 	ඥܽଶ + 4) 
Maka  
xn = n , dan yn = xn + an ≡	 ( )n a  ; n ≥ 0. 
 
3.3 Operator mexb 
Fungsi operator mexb yang dikenakan pada himpunan bilangan-bilangan bulat yang terurut adalah sebuah 
generalisasi dari operator mex. Fungsi operator mexb ini digunakan untuk mengkonstruksi posisi-P pada permainan 
Wyt(a, b). 
Definisi : Misalkan b ≥ 1 adalah bilangan bulat positif dan S ⊆ ℤ+ adalah sebuah subhimpunan berhingga dari m 
bilangan bulat tak negatif. Dengan mengurutkan unsur-unsur S, terbentuk barisan terurut 
s1 < . . . < sm < ∞. 
Dengan memilih indeks i terkecil yang memenuhi  
si+1 – si > b 
diperoleh 
mexb(S) = si + b. 
Jika tidak ada indeks i yang memenuhi ketaksamaan si+1 – si > b, maka indeks terakhir m yang diambil untuk 
memenuhi fungsi operator sehingga  
mexb(S) = sm + b. 
Jelas mex1 = mex. 
 
3.4 Permainan Wyt(a, b) 
Berikut akan diberikan konstruksi posisi-P pada permainan Wyt(a, b) dengan menggunakan fungsi operator 
mexb. satu karakteristik yang dapat mengkonstruksi himpunan posisi-P {(xn, yn) | n = 0, 1, 2,  … } adalah sebagai 
berikut  
 
xn = mexb {xi, yi | 0 ≤ i < n}, dan yn = xn + an; n ≥ 0. 
 
Konstruksi Posisi-P Permainan Wyt(a, b) 
 




































































Tabel 3.2 : (a = 1, b = 2 ) dan (a = 2, b = 3) 
 
3.5 Solusi Pemenangan Permainan Wyt(a, b) 
Barisan (xn, yn) dimana xn = mexb {xi, yi | 0 ≤ i < n}, dan yn = xn + an; untuk n = 0, 1, 2, 3, … adalah satu-
satunya barisan posisi-P dari permainan Wyt(a, b) 
Misalkan  P = 0 {( , )}i i ix y

 . Akan ditunjukkan kedua kondisi berikut dipenuhi: 
I. Jika seorang pemain pertama melangkah dari posisi (xn, yn) ∈ P, maka posisi yang diperoleh pemain kedua 
adalah posisi (xn+1, yn+1)  P. 
II. Sebaliknya jika pemain pertama yang melangkah dari posisi (x, y)  P, Dalam kasus ini harus dicari x’ dan 
y’ sedemikian hingga (x  x’, y  y’) = (xi, yi)  P.maka posisi yang diperoleh pemain kedua dapat 
membawa permainan ke posisi (xi, yi) ∈ P. 
 
3.6 Ilustrasi Solusi Grundy Permainan Wyt(a, b) 
Solusi pemenangan permainan Wyt(a, b) dapat divisualisasikan seperti halnya permainan Arah Gerakan Ratu 
(Queens Move) yakni menggunakan wadah berupa kotak-kotak sel (seperti papan catur). Setiap kotak sel atau titik 
kordinat tersebut menyatakan posisi permainan Wyt(a, b). Solusi permainan secara visual ini disebut sebagai solusi 
Grundy oleh Bouton- Von Neuman (1944). 
 






1. Permainan Wyt(a, b) adalah suatu generalisasi dari permainan NIM dan Wythoff menggunakan dua 
tumpukan. 
2. Komponen xn dari pasangan (xn, yn)  P dalam permainan Wyt(a, 1) dari Fraenkel dicari dengan 
menggunakan operator mex sedangkan komponen xn dari pasangan (xn, yn)  P dalam permainan Wyt(a, b) 
dengan b > 1 dicari dengan menggunakan operator mexb yang tergantung pada nilai-nilai xn1,yn1, xn2,yn2, 
… . 
3. Pasangan (xn, yn)  P dalam permainan Wyt(a, 1) dari Fraenkel bisa dirumuskan secara singkat sebagai (xn, 
yn) =  yang hanya tergantung pada nilai a dan n sedangkan pasangan (xn, yn)  P dalam permainan Wyt(a, 
b) tidak bisa dinyatakan dalam sebuah rumus yang hanya tergantung pada nilai a dan n. 
4. Hasil konstruksi permainan Wyt(a, 1) solusi Fraenkel dapat ditentukan dengan menggunakan rumus 
tertutup (formula close). 
5. Hasil konstruksi posisi P permainan Wyt(a, b) menggunakan rumus fungsi operator mexb dan tidak ada 
rumus tertutup (formula close)  dibandingkan permainan Wythoff, Wyt(a, 1) solusi dari Fraenkel, Wythoff-
k dan permainan Lucas yang telah dibahas Alimuddin(2013). 
6. Salah satu pemain selalu bisa membawa posisi sekarang ke posisi-P sedangkan lawan hanya bisa menerima 
posisi-P dan tidak bisa membawa ke posisi-P lagi, langkah apa pun yang dipilih.  
7. Solusi pemenangan permainan Wyt(a, b) bisa dideskripsikan dengan menggunakan visualisasi yang disebut 
solusi Grundy. 
4.2 Saran 
1. Permainan kombinatorik, khususnya generalisasi permainan NIM dan Wythoff, sebaiknya terus diteliti 
karena sering terkait dengan berbagai masalah pada cabang-cabamg matematika yang berbeda. 
2. Masih perlu penelitian lebih lanjut tentang algoritma solusi dari permainan Wyt(a, b) seperti yang ditulis 





Bouton, C. L. (1901-1902). NIM, a Game with a Complete Mathematical Theory. JStor, 35-39. 
Cotton, & Hirschfeld, K. (2008, July). Wythoff's Game. Department of Mathematics, Oskosh, Nebraska. 
Gabriel, N. (2009). More on the Sprague–Grundy function for Wythoff's Game. MSRI Publications Vol. 56, 377-
410. 
Gurvich, V. (2010). Further, Generalizations of Wythoff's Game and Minimum Exludant Function. Rutcor Research 
Report. 
Ibrahim, M. M. (2013). KONSTRUKSI POSISI-P DARI PERMAINAN WYTHOFF. Makasar: JurusanMatematika, 
Universitas Hasanuddin. 
Oudalov, V. (2013, January). Two New Computer Based Results in Game Theory Related to Combinatorial Games 
and Nash Equilibria. Dissertation. 
Schumer, P. D. (2004). NIM and Wythoff Game : Or How to Get Other to Pay Your Bar Bill. In I. Jhon Wiley & 
Sons, Mathematichal Journeys (pp. 31-39). New Jersey: Library of Congress Cataloging-in-Publication 
Data. 
 
